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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 1

Âåêòîð y ∈ Rn çàäàí, íàéòè âåêòîð z ∈ Rn,
óäîâëåòâîðÿþùèé:

f(z) =
1

n

n∑
i=1

(zi − yi)2 → min, (1)

z : (zi+1 > zi, i = 1, . . . , n− 1).



Ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 2



Ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 3



Ïîñòðîåíèå ìîíîòîííîé ðåãðåññèè 4

Çàìåíà: ζ1 = z1, ζi+1 = zi+1 − zi, i = 1, . . . , n− 1,
ýêâèâàëåíòíàÿ (1) çàäà÷à:

g(ζ) =
1

n

n∑
i=1

(
i∑

j=1

ζj − yi

)2

→ min
ζ∈S

. (2)

S = {ζ = (ζ1, ζ2, . . . , ζn) ∈ Rn | ζ1 ∈ R, ζi > 0, i =
2, . . . , n}.



Ìîíîòîííàÿ ðåãðåññèÿ 5

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à (2) ÿâëÿåòñÿ
NP-ñëîæíîé çàäà÷åé (Leeuw, J., Hornik, K., P., M.:
Isotone optimization in r: Pool-adjacent-violators
algorithm (PAVA) and active set methods. Journal of
Statistical Software 32(5), 1�24, 2009).



Îñíîâíîé âêëàä â ðàçâèòèå 6

Îñíîâíîé âêëàä - Robertson è Dykstra (1988 ãîä).
Barlow and Brunk (1972 ãîä) è Dykstra(1981 ãîä),
êàê è Best, Chakravarti, Ubhaya (2000)
ðàññìàòðèâàëè ìîíîòîííóþ ðåãðåññèþ êàê çàäà÷ó
êâàäðàòè÷íîãî è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.



Ïðèìåíåíèå ìîíîòîííîé ðåãðåññèè 7

Ìîíîòîííàÿ ðåãðåññèÿ ïðèìåíÿåòñÿ:

1 äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ;

2 äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñðåäíèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
ðåçóëüòàòîâ;

3 â íåìåòðè÷åñêîì ìíîãîìåðíîì øêàëèðîâàíèè;

4 ïðè ñãëàæèâàíèè ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ.



Àëãîðèòì PAVA 8

Íàèáîëåå èçâåñòíûì àëãîðèòìîì äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è (2) ÿâëÿåòñÿ Pool Adjacent-Violators
Algorithm (PAVA) (Barlow, Bartholomew, Bremner,
Brunk 1972).



Àëãîðèòì PAVA 9

1 Íà èòåðàöèè i = 0 âñå z0j := yj (çäåñü è äàëåå âåðõíèé
èíäåêñ - íîìåð èòåðàöèè).

2 Ïðîíóìåðóåì áëîêè r = 1, . . . , B, ãäå íà 0 èòåðàöèè
B := n, ò. å. êàæäîå íàáëþäåíèå z0r ôîðìèðóåò áëîê.

3 Îáúåäèíèì çíà÷åíèÿ zi â áëîê, åñëè zir+1 < zir.

4 Ðåøèì g(z) îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî áëîêà, ïîëó÷èâ
çíà÷åíèÿ zi+1

r .

5 Åñëè íàéäåòñÿ zi+1
r+1 < zi+1

r , òî i := i+ 1 è âåðíåìñÿ íà
øàã 3.



Ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà PAVA 10



Ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà PAVA 11



Îñíîâíàÿ çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ 12

D - êîìïàêòíîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn.
f - âûïóêëàÿ è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â
D ôóíêöèÿ.
Îñíîâíàÿ çàäà÷à:

inf
x∈D

f(x). (3)



Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è 3 13

Â 1956 ãîäó Ôðàíê è Âóëüô ðàçðàáîòàëè
àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷ êâàäðàòè÷íîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè.



Ìåòîä Ôðàíêà-Âóëüôà 14

x(0) - íà÷àëüíàÿ òî÷êà.
Íà k-îì øàãå ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó
ìèíèìèçàöèè:

Zk(y) := f(x(k)) +∇f(x(k))T (y − x(k)), (4)

ïðè óñëîâèè y ∈ D.



Ìåòîä Ôðàíêà-Âóëüôà 15

Ìèíèìèçàöèÿ ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å:

min
y∈D
∇f(x(k))T (y − x(k)).



Ìåòîä Ôðàíêà-Âóëüôà 16

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (3):

1 Çàäà¼ì x(0) ∈ D, N - êîëè÷åñòâî èòåðàöèé;
2 Â öèêëå ïî k = 0, 1, . . . , N :

1 Âû÷èñëÿåì y := argmin
y∈D
∇f(x(k))T y;

2 Ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé òî÷êå

x(k+1) = (1− α)x(k) + αy, ãäå α :=
2

k + 2
;

3 Çàâåðøàåì öèêë.



Æàäíûé àëãîðèòì òèïà Ôðàíêà�Âóëüôà 17

Îáîçíà÷èì:

S :=

{
ζ ∈ Rn : ζ1 > min

j=1,...,n
yj , ζi > 0, i = 2, . . . , n,

n∑
k=1

ζk 6 max
j=1,...,n

yj

}
,

(5)

∇g(ζ) =
(
∂g

∂ζ1
,
∂g

∂ζ2
, . . . ,

∂g

∂ζn

)
� ãðàäèåíò ôóíêöèè g â òî÷êå ζ, ãäå

∂g

∂ζk
=

2

n

n∑
i=k

ζ1 + i∑
j=2

ζj − yi

, k = 1, . . . , n. (6)



Æàäíûé àëãîðèòì òèïà Ôðàíêà�Âóëüôà 18

1 Çàäàäèì N � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî øàãîâ öèêëà.

2 Ïîëîæèì t = 0, çàäàäèì íà÷àëüíóþ òî÷êó àëãîðèòìà

ζ0 = (
1

n

n∑
i=1

yi, 0, . . . , 0).

3 Ïîêà t < N :
1 Âû÷èñëÿåì ∇g(ζt). Ðåøàåì çàäà÷ó ëèíåéíîé îïòèìèçàöèè:

∇g(ζt)T ζ → min, ζ ∈ S. (7)

2 ζ̃t - ðåøåíèå çàäà÷è (7).

3 Ïîëîæèì ζt+1 = (1− α)ζt + αζ̃t, α =
2

t+ 2
.

4 t = t+ 1, ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.

4 Íàõîäèì èñêîìóþ 1-ìîíîòîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
z = (z1, . . . , zn) èç âåêòîðà ζ

N .



Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà 19

Íàìè áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Theorem

Ïóñòü çíà÷åíèÿ {ζt} ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ æàäíîãî àëãîðèòìà

òèïà Ôðàíêà-Âóëüôà, òîãäà äëÿ t > 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

g(ζt)− g∗ 6 2M(Diam(S))2

t+ 2
.

g∗ - òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è,

Diam(S) =
√
2(max

i
yi −min

i
yi),

M = 2

√
(n+ 1)(2n+ 1)

6n
.



Ïðèìåð ðàáîòû ïðîãðàììû 20

Ðåçóëüòàò ðàáîòû Æàäíîãî àëãîðèòìà äëÿ 5 èòåðàöèé.



Ïðèìåð ðàáîòû ïðîãðàììû 21

Ðåçóëüòàò ðàáîòû Æàäíîãî àëãîðèòìà äëÿ 10 èòåðàöèé.



Ïðèìåð ðàáîòû ïðîãðàììû 22

Ðåçóëüòàò ðàáîòû Æàäíîãî àëãîðèòìà äëÿ 20 èòåðàöèé.



Ïðèìåð ðàáîòû ïðîãðàììû 23

Ðåçóëüòàò ðàáîòû Æàäíîãî àëãîðèòìà äëÿ 50 èòåðàöèé.



Ïðèìåð ðàáîòû ïðîãðàììû 24

Ðåçóëüòàò ðàáîòû Æàäíîãî àëãîðèòìà äëÿ 100 èòåðàöèé.



Ïðèìåð ðàáîòû ïðîãðàììû 25

Íàáîð òî÷åê èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:
x = 1 : 1000, y = x+N(0, 100).

Îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà =
f − f ∗

f ∗ ,

f - çíà÷åíèå ôóíêöèè f(z) =
1

n

n∑
i=1

(zi − yi)2 äëÿ âåêòîðà

z = (z1, . . . , zn), ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà.
f ∗ - çíà÷åíèå ôóíêöèè f(z) äëÿ âåêòîðà z, êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1).



Ïðèìåð ðàáîòû ïðîãðàììû 26



Ïðèìåð ðàáîòû ïðîãðàììû 27

Àëãîðèòì
(÷èñëî
èòåðàöèé)

Îòíîñèòåëü-
íàÿ îøèáêà

Êàðäèíàëü-
íîñòü

Çàòðà÷åííîå
âðåìÿ

PAVA 0 54 0.002
Greedy(50) 0.0241 27 0.072
Greedy(100) 0.0075 40 0.105
Greedy(200) 0.0024 47 0.169
Greedy(500) 0.0003 53 0.379
Greedy(1000) 0.00007 53 0.784
Greedy(2000) 0.00002 54 1.433



Ïðèìåð ðàáîòû ïðîãðàììû 28

Íàáîð òî÷åê èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:
x = 1 : 1000, y = ln(x) +N(0, 1).

Îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà =
f − f ∗

f ∗
,

f - çíà÷åíèå ôóíêöèè f(z) =
1

n

n∑
i=1

(zi − yi)2 äëÿ

âåêòîðà z = (z1, . . . , zn), ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ
àëãîðèòìà.
f ∗ - çíà÷åíèå ôóíêöèè f(z) äëÿ âåêòîðà z,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1).
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Àëãîðèòì
(÷èñëî
èòåðàöèé)

Îòíîñèòåëü-
íàÿ îøèáêà

Êàðäèíàëü-
íîñòü

Çàòðà÷åííîå
âðåìÿ

PAVA 0 31 0.001
Greedy(50) 0.0136 18 0.061
Greedy(100) 0.0032 25 0.091
Greedy(200) 0.0009 26 0.149
Greedy(500) 0.0001 30 0.333
Greedy(1000) 0.0001 31 0.663
Greedy(2000) 0 31 1.259



Ïðèìåð ðàáîòû ïðîãðàììû 31

Íàáîð òî÷åê èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:
x = 1 : 1000,
y - ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ ñ îòêëîíåíèåì N(0, 0.2).

Îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà =
f − f ∗

f ∗
,

f - çíà÷åíèå ôóíêöèè f(z) =
1

n

n∑
i=1

(zi − yi)2 äëÿ

âåêòîðà z = (z1, . . . , zn), ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ
àëãîðèòìà.
f ∗ - çíà÷åíèå ôóíêöèè f(z) äëÿ âåêòîðà z,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1).
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Àëãîðèòì
(÷èñëî
èòåðàöèé)

Îòíîñèòåëü-
íàÿ îøèáêà

Êàðäèíàëü-
íîñòü

Çàòðà÷åííîå
âðåìÿ

PAVA 0 56 0.003
Greedy(50) 0.4242 20 0.059
Greedy(100) 0.1025 33 0.106
Greedy(200) 0.0317 44 0.151
Greedy(500) 0.0039 49 0.339
Greedy(1000) 0.00105 52 0.640
Greedy(2000) 0.00026 54 1.277



Çàäà÷è äëÿ áóäóùèõ èññëåäîâàíèé 34

1 Ðàçðàáîòàòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ
ðàçðÿæåííîé ìîíîòîííîé ðåãðåñèè òèïà
Ôðàíêà-Âóëüôà äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ.

2 Ðàçðàáîòàòü àëãîðèòì òèïà Ôðàíêà-Âóëüôà
äëÿ ïîñòðîåíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè.

3 Ïðèëîæåíèå ê çàäà÷àì ôîðìîñîõðàíÿþùåãî
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.



ÑÏÀÑÈÁÎ ÇÀ ÂÍÈÌÀÍÈÅ!


